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NOTATIONS. 

H.a (X, Ei) : On note ainsi un hnier(;Taphe dont l'ensemble dl.!S som..ï:ets t;St X 
iE:. I 

et l'ensemble Jes ara.es une f2..miile de parties E de X indexée sur I. 

On note lxl ~ n(i.1) la cardii;ali té àe X et m(ll) le no:nbre d' uretes de 

H. 

On note aussi d(x) ou ~.(x) le degré d'un som::-idt x de X,c'est a dire le 
rl 

nombre d'arète de li passant par x. 

De m~~e si Gest un graphe ,on note m(GJ le nombre d'arctes de G, n(G) 

le nombre de som:nets de G.On note d(x) ou dG(x) le degrë•ct•un point x 

dans G ,c'est a dire le nombre d'are:es de G passant par x. 

net pétant de..;.x entiers positifs donnés ,on note[-j}-j le nombre partie 

entière de 'V et [v-J le plus grë.Ild nombre entier supérieur ou égal a j} 

Soit G un graphe connexe:on note D(x,y) ou DG(x,y) la distance dans G 

du so::unet x au soCJJilet y. 

On note alors B(x,p) ou BG(x,p) la boule dans G de cen~re x et raJon p • 

.. 
Soit G un graphe sur un ensemble de so:n.~e~s X et x un point de X;on note 

x le sous-grapne inèuit par l'ense~ble(X-x). 

J.leme notations pour les hypergraphes. 

Soit H un hypergraphe et·A une partie de l'ensemble des so:::i::.ets:on r.ote 

HA le sous hypergraphe ~nduit à partir de H par la partie A. 

Une famille xi·de nombres réels indexés SJ.r un ens~mble I étant donnée 

on note alors Inf Xi 
ié. I 

le plue petit de ces nombres et Sup Xi le 
i€ I 

plus grand des nombres xi • 
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PRESEIHATION 
=======-=---

Cette thèse se divise en huit chapitres, portant 

tous sur des résultats relatifs à des problèmes 

bien précis que 1 'on va résumer ici, en rappelant 

quelques définitions essentielles. 

1er CHAPITRE 

On rappelle tout d'abord la définition d'un jeu posi-

t i on ne 1 . De u x j o u e u r s A e t B , c-.o 1 o r e n t ch ac u n à 1 eu r t o u r • 

l'un par exemple en bleu, l'autre en rouge, les somme:s d'~~ 

certain hypergraphe fini H. Le joueur A (attaquant) a pour 

but de co1orer entièrement une arête de H, un point ne ~ou­

vant être coloré qu'une fois, le joueur B cherche à l'en 

empêcher (défenseur). 

On sait que dans ces conditions, l'un des deux joue~rs 

possède une stratégie gagnante. 

On se pose ici le problème de l'existence de stratê~ies 

continuessagnantes c'est-à-dire de stratégies telles que 
,. 

Stratégie_continue_~our_A à chaque tour, A joue un 
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point conte~u ~ans une même arête que le point immédiatement 
pré c éd e mm e nt j ou é p a r l u i e t non e n cor e an nu l ée p a r I3 . 

Stratégie_continue_pour_B à chaque tour, B joue dans 
une arête contenant le point juste précédemment joué par A 
et non encore annulée (sous réserve que cela soit possible) 
On a alors les résultats suivants : 

--1 - A peut posséder une stratégie gagnante, (même ré-
su l ta t pour BI, sans posséder de s t raté g i e gagnante 
continue. 

II - On définit la propriété (P) sur les hypergraphes de 
la façon suivante : 

H = (X,Ei) possède 1 a propriété p 

i t: I 
\,, 

<--> .V J C I , 3 J 1 C J tel que 
/ 

u E. 
1 = u E· 1 

i t: J 1 i t: J 

et le graphe représentant la famille (E1) est une 
i t:J union de chaines ~isjointes. 

on a alors le résultat. 

Si 1 'hypergraphe H = (X,E;) est tel que pour tout 
i ,IE;I ~· 3 et si de plus H possède la propriété (P) I 

alors si A possède une stratégie gagnante, on peut: 

1 

1 

affirmer que cette stratégie peut être choisie 
continue. • 
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ÇQrQl}~ir~ : Soit H = (X,E;) un hypergraphe possédant la 

propriété Pet tel que pour tout i, on ait IE;! i:3 

Alors on peut dire que le défenseur B possède une 

stratégie gagnante dans le jeu associé. 

L'intérêt de l'existence éventuelle de stratégiescon­

tinues est immédiat pour la recherche d'algorithmespermet­

tant de résoudre le jeu et leur passage à la machine. 

2ème CHAPITRE 

On reste dans les jeux positionnels et on s'intéresse 
ici aux processus récurents permettant de résoudre certains 
de ces jeux. 

Le principal résultat est ici le suivant 

• m 
Soit H = (X,Ei), un hypergraphe n-uniforme, et le 

i=l 
jeu positionnél associé pour les jou2urs A et B. Alors 

on a : A admet une stratégie gagnante 

Si de plus on a . 
- 2n-1 m = ) 

) Alors H est du type suivant 
1 XI = 2n-1 ) 

xo xO xo 

( 1 
K 

1 ) 
n-1 1 -· 

H xo. = 

xl xl l 
1 K xn-1 

-::. 

.• 
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Les poin~s de H sont les points xo, xÎ, x!, 

1 e s a r ê t e s d e H s o n t 1 e s t r a n s v e r s a u x m i n i m u m d es c o u p l a g e s 

ci-dessus, augmentés du point xo. 

Si on a m. = 

1 X 1 = 

Alors H est tel qu'il existe 

un point isolé y dans X. 

et tel que Hy soit alors du type ci-dessu~. 

Dans la fin du chapitre, on rappelle quelques cas par­

ticuliers illustrant bien les méthodes utilisées. 

3ème CHAPITRE 

On s'intéresse ici au jeu nommé "semi-positionnel" 

c'est-à-dire au jeu qui se déroule de la façon suivante 

Soit H un hypergraphe, 2 j~ueurs A et 8, un nombre R 

entier. Les 2/joueurs colorent à tour de rôle les sommets 

de H, un même sommet ne pouvant être coloré plus d'une fois, 

et cela jusqu'à ce que R sommets de H aient été colorés. 
• 

Le joueur A veut q_ue l '_ensemble des sommets colorés par lui et B-·consti tue 

· ~à un moment donné ~e arète de~;le· joueur B cherche à s'y opposer. - ·~ - • 

On étudie dans ce cadre, des propriétés sur les hypergraphes, 

et en particulier le rapport entre le nombre d'arête d'un 

graphe G sur un ensemble de sommets X, et celui de 1 'hyper­

graphe T(G), dont les sommets sont aussi les points de X, et 

les arêtes les triplés contenant au moins une arête de G. 

On obtient les résultats· suivants : 
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Si on pose H = Sup m (T(G)) n,m 

m(G) = m 

n(G) = n 

4;n,m = h,F m (T(G)) 

m(G) = m 

n(G) = n 

Alors, on caractérise les graphes G tels que 

m(G) = m j n(G) = n .... 

m(T(g)) = Hn,m ou m(T(G) = ~ n,m 

On calcule de plus ~n,m et on donne enfin une majoration 

sur Hn,m, à savoir 

Hn,m+l - Hn,m s (n-2) - ([ 2nm] • - 1) 

On essaye enfin d'appliquer ces résultats, aux jeux se:ni­

positionnels. 

4ème CHAPITRE 

On étudie le jeu suivant 
. 

Soit G un graphe et H un cycle de longueur 4. 

On nomme homomorphisme de G dans H, une application f des 

sommets de G dans ceux de H, telle que : 

x et y adjacents dans G => f(x} et f(y} adjacent dans 

H. (Cette définition est générale à tous les graphes G et 

H}. Deux joueurs A et B jouent à tour de rôle, en colorant 

~ chaque tour un point x de G et en lui associant un point 

de H qu'on notera f(x}. 

• 
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Un point de G ne peut être coloré deux fois, et on 

doit garder la condition de cohérence suivante : 

A (ou B) joue (x, f(x)) 

=> Pour tout couple (y,f(y)) précédemment joué 

par 1 'un ou 1 'autre des 2 joueurs, on a 

dH (f(x), f(y)) s dG (x,y) 

= distance dans H'et G 

A cherche à ce que soit ainsi fabriqué un homomorphis~e 

de G dans H, B cherche à s'y opposer. 

On démontre dans ce chapitre le résultat suivant : 
1 

Gest un arbre=> A possède une stratégie gagnante.· 
1 

On se ramène pour la iémonstration de ce résultat à 

l'étude d'un jeu 11 semi-positionnei 11 • 

5ème CHAPITRE 

Le cinquième chapitre n'a pas trait à la théorie des 

jeux, mais à un prôblème de représentation :;;:ourles hyper­

graphes vérifiant la p-propriété de Helly, pétant un entier 

donné. 

soit H = (X,Ei) un hypergraphe. 
i € I 

On dit que H vérifie la p-propriété de Helly, si et 

seulement si on al 'implication· 
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( I , C I V I Il C I • tel que 1 I Il 1 = p =>nEi 1- ~) 
Ï E 111 

~> (n Ei 1 (> ) 
i (II 

Quand p ;; 2 , on parle de propriété de Helly. 

On définit la représentation d'un hypergraphe E par 

un hypergraphe H de la façon suivante : 

E représentable dans H 

<=> , il existe une application injective a de 1 'en­

semble X des sommets de E dans l'ensemble Y des sommets de 

H telle que 

Ha(x) = E, et telle que a(x) soit une partie fidèle 

de H, c'est-à-dire telle qu'il existe une application 

B de Y d a n s a (x ) t e l l e q u e : 

Pour toute arête F de: H et tout sommet y de Y, 

Il a déjà été montré le résultat suivant : 

Tout hypergraphe fini H vérifiant la propriété de 

Helly est représentable dans une famille de pavés de R" 

pour n bien choisi. 

On démontre ici le résultat plus général suivant 

1 Tout hypergraphe fini H dont les arêtes vérifient la: 

! p-propriété de Helly est représentable par une famille 

de p-pavés de (Rp-l)n pour n bien choisi. 
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(p-pavê; de (Rp-l)n = produit de p-simplexes 

S1 - Sn, de Rp-l, Rp-l tout entier étant 

considéré comme un simplexe) 

On s'appuie sur le résultat suivant 

Soit H un hypergraphe tel que 

H = (X,Ei) 
i t: I 

E CE' E' est une arête de H 

=> E est une arête de H ... 
Alors, H peut être considéré comme lep-hypergraphe re- I 
présentatif d'une certaine famille de p-pavés de (Rp-l)n, • 

1 
pour n bien choisi. 

Lep-hypergraphe repr~sentatif d'une famille F de 

partie d'un ensemble X est 1 'hypergraphe ainsi fabriqué 

et noté LJ F) : 

Les sommet~ de L~F) sont les éléments de F, 

et on a : ( F 1 , -F K ) c o n s t i t u e u ne a r ê te de LJ F ) 

<=> k s p et F 1 n • - n FK =t tp 

6ème CHAPITRE 

Soit G un graphe connexe, dG la distance associée. 

On note famille des boules de G, l'ensemble des parties 

• BG(x,p} = Boule pour la distance dG, de centre x et de 

rayon p. 
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On note p-Homomorphisme de G dans G, une application f 

de 1 'ensemble des sommets de G dans lui-même telle que : 

V (x,y) E G, dG (f(x), f(y)) s p 

adjacents. Pour p = 2, on p~rle simplement d'homomorphisme. 

On démontre alors les théorèmes suivants 

I - Soit G un graphe connexe, dont la famille des boules 

vérifient 1 a propriété de Hel ly ,fun p-homomorphisme de G dans 
lui-même. 

Alors il existe un point x de G tel que : .... 

dG (x, f(x)) s p+l 

On utilise pour faire la démonstration de ce résultat, 

des résultats qui seront étudiés en détail au chapitre 7~ 

li - Soit G un graphe connexe, dont les boules vérifient 

la propriété de Helly. 

Alors le groupe d'automor~hisme de G admet une c1iq~~ 

invariante. 
_/ 

On démontre enfin un résultat analogue pour les espaces 

topologiques. 

III - Soit E un espace métrique compact, muni d'une ai stance 

d ,.tel que: 

( 1 ) y pq E: R+ 
' 

(d(x,y) s p+q => B(x,p) n S(.ï1Q) ;. -! 

( 2 ) L e s b o u l e s B ( x , p ) , x ~ E , p E: R+ , v é r i f i e n t 1 a :, r o -

priété de He11y . 

. 
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Alors on peut dire que le groupe d'isométries de E 
admet un point invariant. 

On peut en fait trouver beaucoup d'extension à 
ces problèmes. 

7ème CHAPITRE 

On démontre et utilise ici le résultat suivant 

Soit G un graphe simple, au plus dénombrable, H un 
graphe fini, dont les boules vérifient la propriété de 
Helly. 

Soit A une partie de G, et f une application de A dans 
H. Alors f est prolongeable en un homomorphisme f 0 de G 
dans H si et seulement si on a 

Réciproquement, il est indispensable pour que cette 
/ 

condition donne le résultat que l'on ait le fait que les 
boules de H vérifient 1a propriété de Helly. 

Ce principe de prolongement, basé sur l'utilisation de 
la propriété de Hel1y pàssède de nombreuses extensions à 
des probllmes d'espaces métriques, d'espaces ordonnés, de 
treillis, de graphes orientés, et il permet surtout de no□-

breuses applications 

On définit le .produit cartésien de deux graphes ée la 
façon suivante et on note G 0 H le graphe dont 1 'ense:r.ble .. . ', . 
des sommets est T'ensemble des couples (x,y), x € G, y€ H,_ 1 
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deux tels couples étant adjacents, si et seulement si 
(x,y) adjacent à (x',y') 

<.=> X adjacent ou confondu à x' 

y adjacent ou confondu à y' 

On peut alors définir In,m = Produit cartésien~ fois répété 
de la chaîne In de longueur n, par elle-même. 

Alors, le principe de prolongem~nt permet d'affirmer 
q u e t o u t g ra p h e G f i n i p e u t s e p l o n g e r d a n s u n ""'è e r t a i n 
graphe In,m' pour net m bien choisis, c'est-à-dire que 
l'on peut trouver net m, puis f de G dans In,m tels que 
V x,y e: G, d 1 (f(x), f(y)) = dG (x,y) n,m 

On définit alors n(G) = (Infm tel qu'il existe n 

avec G plongeable dans ! 0 ,m) 

Tous ;es résultats sont utjlisés pour la démonstra­
tion du premier théorème du chapitre précédent : 

On s'intéresse ensuite au calcul du coefficient n(G) 
dans quelques cas particuliers. 

Soit Jn,m le graphe somme cartésienne m fois répétée . de la chaine de longueur n. 

(somme cartésienne de 2 graphes simples G et H = graphe 
G + H dont l'ensemble des sommets est l'ensemble des cou­
ples (x,y), xe: G, ye: H, 2 tels couples (x,y) et (x;,y') ,, êtant adjacents dans G + H, si et seulement si on a : 
x = x', y adjacent ou confon~u à y' 
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ou bien y = y•, x adjacent ou confondu à x • 

\an a a 1 ars 

Soit H un arbre possédant m sommet pendants 

On définit n(m) par: 

< m 

On a alors n (H) = n(m) 

Soit H un cycle de longueur n 
n • on a alors: n(H)= [ 2 ] 

Là encore on peut prolonger l'étude des coefficients n(G) 

et del 1utilisation de, ces coefficients bien plus loin.• En 

particulier, on a beaucoup de propriétéstrès particulières 

pour les graphes G tels que n(G) = 2, mais cette étude 

n'est pas faite ici. 

8ème CHAPITRE 

On s'intéresse enfin au jeu de poursuite sur un graphe 

simple fini. 

Soit G un tel graphe, 2 joueurs A et 8 se déplacent 

sur le graphe le long des arêtes de G, en jouant à tour 
• 

de rôle. Le joueur A qui choisit le premier sa positio~ 

initiale, cherche à rattraper le joueur 8, qui cherche au 

contraire à lui échapper. 

En ut i 1 i sa nt l e thé or è m è de Z e rm e 1 o ,on défini~ un coefficient 

de poursuite C(G) relatif au graphe G, et on obtient les 
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résultats suivants : définissons d'abord un graphe contrac­

tile. On dit que Gest contractile, s'il existe un entier 

n, un sommet x~ de G, et un homomorphisme f de G 0 10 dans 
G tel que 

V XE:G, f(x,o) = x 

V x E: G, f(x,n) = Xo 

Alors, on peut donner le théorème suivant : 

Soit un graphe simple. On a l 1équivalence suivante 

(C (G) = 1, c'est-à-dire que le joueur A peut rattrapper: 

le joueur B dans le jeu de poursuite sur G) 

<-> Gest contractile 

On en déduit un autre résultat 

Soit ur graphe G, simple, dont la famille des boules . 
vérifient la propriété de Helly". 

Alors, on a C(G) = 1 

Là encore, ces résultats peuvent trouver de nombreuses 

extensions, en particulier en direction des espaces mé-
' triques, mais cela n'est.pas fait ici. 

;:. 
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CHAPITRE VII 

APPLICATION DE LA PROPRIETE DE HELLY ==================================== 
A DES PROBLEMES DE PROLONGE~1ENT =============================== 

E~QE~l : Notion d'homomorphisme de graphe 

Soit G· et E deux graphes simples : 
So~ 1-f de E d a n s G , f e s t u ne a p p 1 i c a t i o n : 

f est un homomorphisme de graphe de E dans G si 
et seulement si, l'image d'un couple de points adjàcents 
est soit un point unique, soit un couple de points adjacents. 

: 
Soit E et G deux graphes, A une partie de E et f une / 

application de A dans G. 

A quelle condition pourra-t-on prolonger f en un 
homomorphisme f• d~ E dans G. 

Ce problème qui reste très compliqué quand Gest par 
~exemple ~n cycle de longueur 4 (voir jeux de prolongement) 
a une solution très simple dans le cas particulier où les 
boules de G vérifient la propriété de Helly. 

• ~~2E~l • Boules de G 

Soi t G .-un g ra ph e fi n i , c o n ne x e , d G 1 a di s t an ce 
canonique associée. 

.. . 
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On pose BG (x,_p), x E: G, PE: N, l 1ensemble des points 
y de G à une di stance au p 1 us é g a 1 e à p du p·o i nt x. 

On note famille des boules de G, la famille des par­
ties BG (x,p) 

THEOREME : Soit E et G deux graphes: 

E est au plus dénombrable 

Gest fini, connexe. Les boules de G vérifient . . .... ... 

He 1 ly . 

Soit A une partie de E, f une application de A dans G. 

Alors f est prolongeable en un homomorphisme f• de E 
dans G si et seulement si on a la relation: 

V x ,Y E: A, dG (f(x), f(y)) s dE {x,y) 

La relation est visiblement nécessaire. 
'/ 

Supposons là vérifi~e, et fabriquons par un processus 
~ récurrent, l'homomorphisme f• 

S O i t X 0 t: G , X O 4 A • On pose A' = A U ( :to J . Il suffit de montrer que 1 'on peut prolonger f en 
f' de A' dans G, en trouvant un certain y 0 = f'(x 0 ) tel 
que : V x,y t: A' 

dG (f' (X), f' (y} ) 

c'est-à-dire tel que· 
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V X E: A 1 

On conc1uera a1ors aisément de proche en proche 

y 0 doit être en fait choisi tel que 

Yo E: 

.ces boules sont d'intersection deux à deux non vide, 

d'après la relation de départ. 

les boules de G sont de Helly. 

-> çes boules sont d'intersection globalement non vide 

et on a le résultat. 

La propriété de Helly relative aux boules de Gest 

nêcessaire. Supposons que cette propriété ne soit pas véri­

fiée. . 
11 existe dans G, une famille de points, Yl - Yn• 

et une fami11e d'entiers, Pl - Pn telle que 

Yi ;. J dG (y i , y J) s Pi + PJ 
-.. n 

(Y;•Pi) n BG = ' \ ..i =l 
: 

Soit alors E l'arbre ainsi fabriqué 



• 

• Posons A = (x 1 

1 à n. 

xn) et f(xi) = Yi, pour tout i de 

f vérifie la condition de cohérence : 

V x,y ~ A dG {f(x),f(y)) 

Il est pourtant visible qu'il ne sera jamais p-0ssible de 

prolonger f à E tout entier. 

Exemple de graphes dont les boules vérifie la propriété 

de Helly. 

THEOREME : Les boules d'un produit cartésien d'une famille 

finie d'arbres vérifient la propriété de Helly. 

C'est à peu près immédiat. 

On peut bien sOr résoudre:beaucoup d'autres problèmes 
/ 

de prolongement sur le même principe de démonstration (pro-

longement respectant des relations d'ordres sur des treillis 

, des isométries sur les espaces métriques, des graphes 

orientés). 
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COEFFICIENT DE PLONGEMENT POUR UN GRAPHE SIMPLE FINI 

Définition : m, n, EN . 

On note In, le graphe chaine de longueur n. 

Exemple ·---·---·---·---·---· 0 1 2 3 4 5 

On note In,m le produit cartésien m foi~. répété de 

la chaine de longueur n par elle-même. 

(Rappel Produit cartésien de 2 graphes simples G 

et H = G ® H : graphe dont 1 'ensemble des sommets est 

l'ensemble des couples (x,y) ou x est dans G et y ·dans H, 

2 couples ( x1y}, { x', y') étant adjacents dans G 

si et seulement si on a: 

x et x' adjacents ou confondus 

adjacents ou confondus 

THEOREME : soit G un graphe simple fini. 

3 net m t: ~, tels que G soit plongeable dans 
. 

H 

In,m c'est-à-dire tel qu'il existe un homomorphisme 

f de G dans In,m vérifiant • 

V x, y t: G, dl (f(x), f (y))= dG (x,y) n,m 

11 suffit pour obtenir ce résultat, d'appliquer le 

théorème sur le prolongemen~ de la façon suivante : 
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CHAPITRE VIII 

JEUX DE POURSUITE ET PROPRIETE DE HELLY 

==========--==-==-=------============== 

Définition : Soit G un graphe fini. 

Deux joueurs A et B se déplacent à tour de rôle, 

dans G, à chaque fois le long d'une arête (ou éventuelle­

ment restent sur place). Le joueur A cherche à se rappro­

cher le plus du joueur B qui cherche au contraire à lui 

échapper. Le joueur A joue en premier. 

C(G) 

Le théorème de Zermelo permet de définir un coefficient 

qu'on notera coefficient de p~ursuite, et qui est 
/ , 

tel que : 

A possède une stratégie, qui pour toute stratégie de 

B, lui permet à un moment donné de se trouver à une dis­

tance au plus égale à C(G) - 1 de B. B possède une straté­

gie qui dans toute parti& jouée par lui selon cette stra-
' 

tégie, lÙi permet à l'issuede chaque tour de laisser A à une 

distance supérieure ou égale à C(G). 

Exemple 
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Contractibilité_d'un_graphe 

Soit G un graphe fini. G sera contractile si et seu-

lement si il existe un entier n, un point x0 de G et il 
-

existe un homomorphisme f de G 0 In, produit cartésien de 

G et de In, dans G tel que 

V x, f(x,o) = x 

Vxt:. G f(x,n) = Xo 

THEOREME : Soit G un graphe fini, et C(G) le coefficient 

de poursui te a s s o c i é . 

On a l'équivalence suivante 

C(G) = 1 <=> G esc contractile 

~~œQD~!r~!iQD : Montrons la prôposition dans le sens-> 

Montrons' d'abord 1 e résultat suivant 

C{G) = 1 -> 3 X et y dans G tel que 

V z ad-jacent à X -> z adj ace nt à y 

Supposons l'inverse·, et à l'issue du n ème tour, 

- A en X et Ben y, avec d6 (x,y) ;?; 2 

A se déplace en x' 

dGlx',y) ;?; 2· -> B reste en y 

d6 (x',y) = 1 -=-> d6(-x,y) = 2 

Alors, il e·x i s te z , adjacent à y et non adjacent à X' ; 
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B se déplace en z et on a dG(x~ z) = 2. 

On conclut alors par récurrence que B peut rester à 1 'issue 

de chaque tour à une distance supérieure ou égale à 2 de 

A. 

-> C(G) ~ 2, d'où le résultat. 

Montrons qu'alors, on peut considérer G comme contrac-

tile. 

S o i t x O e t y O te l s q u e : x 0 . a d j a ce n t à y O • x O ; y 0 I 

; V z adjacent à x0 => z adjacent à y 0 . 

Posons G1 = G -{x 0 ) = sous graphe Gxo· 

C(G) = 1 = C(G') = 1 

En effet, si A possède une stratégie V' dans le jeu 

associé à G', lui permettant de rattrapper B, A joue 

dans G selon 1~ stratégie V ainsi fabriquée: 

A joue en restant dans G' comme s'il pourchassait 

le mobile p(B) placé en x si Best en x et en y0 si 
'/-Xo 

Best en x0 • 
• 

A rattrape à un moment donné p(B), c'est-à-dire 

que A vient se placer en y 0 où p(B) est installé. 

Mai s a 1 o r s B est • e n x O ou en y O et ne peut a 11 e r q u I e n 

un point adjacent à y 0 , d'où le résultat. 

On procède alors par récurrence. 

- Supposons G' contractile. 
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Il exi~e_ un homomorphisme f' de G' Œ> In dans G', 
et un point xJ de G' tel que 

f' (o,x) = x 

f' (n,x) = x~ 

On pose alors f (o,x) 

·. f(l,x) 

f(l,x 0 ) 

V XE: G' 

V XE: G' 

= X 

= X 

= Yo 

V X E: 

V X E: 

f{p+l,x) = f'(p,x) 

G 

G' 

V p 
X ~ 

f(p+l, Xo) = f'{P,Yo) Vp lspsn 

1 s p s n 
G' 

On vérifie alors qt•'on obtient une contractibilité 
de G. d'où le résultat. 

Réciproquement, montrons le sens 

Supposons G, contractile 
/ Soit donc, f de G © In dans G tel que 

f (x,o) = x 

f (x,n) = 

V X ~ G 

V X E: G x0 fixé dans G. 

A joue son premier ~our: en x0 

8 se place en x ( G 

A 1 o r s A j o u e e n f ( x ,n- I ) adj a ce n t à x 0 

B se place en x' adjacent à x 

A se place en f(x' ,n-2) adjacent à x' 
et ainsi de suite. 

A 1 ' i s s u e d u ( n + 1 ) è t o u r , B v e n a n t d e se placer e n u n 
point Xn, A se placera en f(xn,o) = Xn et rattr~pera 

l 
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• Ben utilisa~t cette stratégie, d'oü le résultat. 

THEOREME Gest un graphe fini, 

Les boules de G sont ~e Helly 

-> C ( G) = 1 

D'après ce qui précède, il suffit de montrer que G 

est contractile. 
.... 

On va donner de ce·résultat, deux démonstrations: 

Posons n tel que 

diamètre de G s 2n 

Alors il existe x0 ~ G tel que: 

. 
• 

11 suffit dé voir que 1 'intersection des boules 

n B6(x,n) est non vide~ en appliquant la propriété de Helly. 

X f; G 

De plus, pour tout ~ntier p, la boule de centre x0 

et rayon p, constitue un sous-graphe de G connexe, et 

stable pour la distance, c'est-à-dire que si je pose 

Gp = B6 (x 0 ,p), alors V x, y~ Gp on a : 

= 

En effet, soit la famille des boules : 
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Ces boules sont d'intersection deux à deux non vides 

-> D'après Helly, il existe z E Gp tel que : 

On conclut par récurrence sur d~x.y) 

Enfin, les boules dans Gp, qui sont les traces des 

boules de G centrées dans Gp, vérifient dans ces condi­

tions la propriété de Helly. ~ 

On procède alors par récurrence sur"-' 

Gn-1 est (n-1)-contractile, c'est-à-dire qu'il 

existe un homomorphisme de contractibilité de Gn-l ® I 0 _ 1 

dans_ Gn- l. 

Soit h cet homomorphisme, on sup~ose que 

h ( 0 ,.x) = X 

h(n-1,x) = x0 V x ~ Gn-1 

On fabrique alors une retraction g de G dans Gn-1• 

c'est-à-dire un homomorphisme de G dans Gn-1 laissant 

stable chaq~e élément de Gn~l-

x êtant dans(Gn - Gn-0, la propriété de Helly pour 

les boules de G, permet d'écrire qu'il existez dans 

B6(x,1) n (nB(y,1) n B(x 0 ,n-.I) 

(y adjacent à x) 



Je pose alors g(x) = z 

g est alors une retraction de G dans Gn-r 

De plus, on peut dire que x étant adjacent ou confondu 

avec y, g(x) est adjacent ou confondu avec g(y) et 

avec y. 

Posons alors f(o,x) = x, x étant dans G 

f(l,x) = g(x) 

f(p,x) = h(p-1,g(x)), x étant dans G, 

p êtant un entier vérifiant: n ~ p ~ 2. 
... .. -· 

On a bien une application exprimant la n-contractibilité 

de G et de surcroît : V x, f(n,x): x0 

~ G 

On conclut par récurrence. 

îê_démonstration 

Soit A C G ~ In; diamètre de 
/ 

\ 

A = ((x,o), x E: G) .U ( ( X , n) ) X E: 

Soit f de A dans G, application . . 
. 

f(x,o) = X 

f(x,n) = Xo' OÙ Xo est défini par 

Vx • 
J (x 0 existe). 

On a alors visiblement : 

Y a 18 E: A 

. . 

G s 

G) 

2n ;A défini par: 



Les boules de G vérifient Helly 

~> le théorème de prolongement permet de conclure à 

1 'existence d'un prolongement f , homomorphisme de 

G © In dans G, tel que 

• f ( a) = f{a) 

On a alors le résultat. 

Tous les résultats ci-dessus, peuvent trouver des 

généralisation pour les espaces topologiques munis d'une 

distance d vérifiant la propriété (P) : 

V X' y E: [ E] d(x 1 y) ~ p +q 

# cp 

E compact .. 

• 

1 
1 -

1 

l 
1 
' 1 
1 

1 

1 
1 

' ' 
f 

' 
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